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1. Introducciéon a las transformadas de Laplace y Z de funciones
causales

Sea una funcién f(t) que representa la salida o la entrada de un sistema o al mismo sistema.
La diferencia entre f(07) y f(07) puede entenderse dentro del contexto de la teoria de sistemas
dindmicos en el siguiente sentido. Si f(t) es la salida de un sistema, f(0T) es el valor que toma la
funcién f(t) en t = 0 después de que el sistema haya sido excitado, mientras que f(07) lo es antes
de haber sido excitado. En este sentido causal la condicidn inicial o valor pre-inicial es f(07) y no
f(0T). A f(0%) lo llamaremos valor inicial o valor post-inicial. Las funciones, sistemas o sefiales
serdn causales si son nulas para t < 0. De esta manera admitimos que las condiciones iniciales
puedan ser distintas de cero, y que en general no sean coincidentes con los valores iniciales.

Este hecho plantea un problema a la hora de elegir la Transformada de Laplace unilateral que
nos pueda resultar (til para resolver ecuaciones diferenciales de sistemas causales continuos. En lo
que sigue se ha optado por la Transformada de Laplace unilateral £_ de tal modo que se conserve
la idea de causalidad y se puedan tener en cuenta condiciones iniciales no nulas. Ademds se cumple
que L_{6(t)} = 1 siendo J(t) la funcién delta de Dirac, mientras que £ {d(t)} = 0, lo que resulta
un inconveniente en el estudio de la respuesta impulsiva de los sistemas.

Para las funciones discretas, sin embargo, no se presentan estos problemas, entendiéndose que
para k = 0 se tiene tanto la condicién inicial como el valor inicial. Sin embargo debido a que las
senales son causales debe elegirse la Transformada Z unilateral, sin distinguir si es por la derecha o por
la izquierda. No obstante en la practica, en los sistemas de control digital siempre se producira algin
retardo en el cdlculo de las sefiales de control (sefial excitadora), por lo que su efecto solo se
apreciard un periodo de muestreo posterior. Posiblemente seria mds conveniente considerar que el
valor inicial se da en kK = 1y no en kK = 0, aunque esto es discutible ya que la excitacién suele
realizarse nada mas obtener el valor de la sefal de control, sin esperar a que transcurra el periodo de
muestreo. Este retardo no lo tendremos en cuenta en los estudios tedricos.

Definimos la funcién escalén unidad r(t)

ro(t) = { (1) i ; 8: (1.1)

La funcidn escalén unidad discreta ro(kT"), que en adelante escribiremos por comodidad de
notacién como 7o (k), sera entonces

ro(k) = { (1) Z ; 8 (1.2)

Si una funcién f(t) es causal debe escribirse como f(t)ro(t),

rom®={ ) 150 (13)

Supongamos que f(t) = €', entonces no es una funcién causal, ya que para t < 0~ no es nula, pero
si sera causal f(t) = f(t)ro(t). El valor inicial es f(01) = f(0%) = 1. En este ejemplo, como f(t)
es una funcién continua, la condicién inicial es f(07) = f(07) = 1.

Si una funcién f(k) es causal debe escribirse como f(k)ro(k),

También puede escribirse f(t)ro(k) en vez de f(k)ro(k), ya que el producto de una funcién
continua por otra discreta da como resultado una funcién discretizada.
La funcidn retardada de una funcién causal f(t)ro(t) se define de la siguiente manera,

[t —to)ro(t —to) = { f(to—to) i;ig: (1.5)

donde tg > 0 representa el retardo.



Debe tenerse en cuenta que f(t)ro(t — to) # f(t — to)ro(t — to), es decir que f(t)ro(t — tg) no
es una funcién retardada sino una funcién que se anula en el intervalo [0, ¢):

Ftyrolt — to) = { f(()t) i S ig (1.6)
También ocurre que f(t — to)ro(t) # f(t — to)ro(t — to),
7t~ to)rolt) = { it S L7)

Definimos la Transformada Z inversa o Transformada Z~! de la Transformada Z unilateral
de una funcién f(k) a la transformacién Z~! tal que

Z7HZ{f(k)}} = f(k)ro(k) (1.8)

donde ro(k) representa la funcién escalén unidad discreta.

Dada una funcién compleja cualquiera F'(z) no siempre existe su transformada Z~1, pero siempre
existe, por definicidn, si F'(z) representa la transformada Z de alguna funcién f(k). Ademas en este
caso f(k)ro(k) es Unica.

En lo que sigue supondremos que dada F(z) existe su transformada Z=1 {F(2)} = f(k)ro(k).

Definimos de la misma forma la Transformada de Laplace inversa de la Transformada £_
de una funcién f(t),

LZHL-{F()}) = f(t)ro(t) (1.9)

donde r(t) representa la funcién escalén unidad continua.



2. Tabla de propiedades de las transformadas de Laplace unilateral
y Z

X(2) = Z{a(k)} =Y wx(k)z""

k=0
Teorema Funcién Transformada Z
Linealidad arz(k) + agy(k) a1 Z{z(k)} + a2 Z {y(k)}
Desplazamiento real b—1 4
xz(k+0) X (2) =Y x(i)2b
adelanto i=0
Desplazamiento real
x(k —b) 270X (2)
atraso
Valor Final lim z(k) = lim(1 — 21 Z {z(k)}

k—o0 z—1

Tabla 2.1: Propiedades de la Transformada Z unilateral



o0

X(s)=L_{z(t)} = / x(t)e st

Teorema Funcién Transformada £_
Linealidad ar1z(t) + agy(t) arL_{z(t)} + ol _{y(t)}
dba(t A e (
Diferenciacién ‘TS) ) SPX(5) =) 70 5_65 )
dt it |,_,-
=1
L ! X(s)
Integracién x(t)dt .
Retardo x(t —to)ro(t —to) e s X (s)
Valor Final: si x(t) es estable z(00) = lim z(t) = lim sL_ {x(¢t)}
t—o0 s—0
Valor Inicial z(0T) = lim z(¢t) = lim sL_{z(¢)}
t—0+ §—00

Tabla 2.2: Propiedades de la Transformada de Laplace unilateral £_



o0

X(s) =Li{z(t)} = / x(t)e st

0+

Teorema Funcién Transformada £
Linealidad a1z (t) + ay(t) a1 Ly {z(t)} + ool {y(t)}
dbx(t Y
Diferenciacién 2(t) X (5) = S g4l
dt? dt=1 |, o+
i=1
L, ! X(s)
Integracién x(t)dt
o+ S
Retardo x(t —to)ro(t — to) e s X (s)
Valor Final: si x(t) es estable z(00) = lim z(t) = lim sL4 {z(¢t)}
t—o0 s—0
Valor Inicial z(0T) = lim z(¢t) = lim sCy {z(¢)}
t—0+ 5—00

Tabla 2.3: Propiedades de la Transformada de Laplace unilateral £



3. Tabla de transformadas £y Z de sistemas de segundo orden, y
sus derivados de primer orden

Transformada £_

Funcién

(Discreto: t = kT')

Transformada Z

—aT
1 . te—at Te >z ;
(S+O¢) (Z_efaT)
1 ' Tz
52 (z—1)?
—aT
s (1— atye—at (z— (1 +aT)eoT) 2
(s + a)? (z — e—aT)?
1 z
- 1
s z—1
1 8(t) 1
X2 — o —agt _ p,—ast (e_alT — €_Q2T) i
(s+a1)(s+ a2) © © (z —e—aT) (z — e—a2T)
—aT
@ T (1760‘)2
s(s+ ) (z=1)(z —e—oT)
_ (o2 —a1)s oe—02t _ o p—att [2(az — 1) — (aze™1T —ajem2T)] 2
(s+ a1)(s+ a2) 2 ! (z —eaT) (z — e—2T)
1 o—at z
s+ a z—eoT
s+ « ot ; (z —e—aoT coswdT) z
(s + )2 + w? ¢ coswd 22 — 2e=oT cos(wyT)z + e—20T
d d
wq ot ginwyt e~ T sin(wyT)z

(s + )2 + w?

22 — 2e= 2T cos(wyT)z + e 2T

Tabla 3.1: Transformadas £_ y Z de las funciones de segundo orden amortiguadas, y sus casos

particulares de primer orden



A. Funcion delta de Kronecker

La funcién delta de Kronecker (k) se define de la siguiente manera

5(k) :{ o7 (A1)

La funcién delta de Kronecker no se obtiene como discretizacién de la funcién (continua) delta
de Dirac, pero si es la discretizacién de un pulso unidad de anchura un periodo de muestreo r((t) —
ro(t —1T).

B. Transformadas £y Z de funciones mondémicas

La Transformada £_ de las funciones mondmicas causales t™ry(t) con m € {0,1,2,...} es la
siguiente:

L {t"ro(t)) = Sﬁl (B.1)

La Transformada Z de las funciones mondmicas causales k"rg(k) con m € {0,1,2,...} es la
siguiente:

m—1 '
z Z A(m, 5)z’
m _ j=0
siendo A(m, j) los nimeros eulerianos definidos a continuacién.
Los nimeros eulerianos satisfacen la ecuacién recursiva
que explicitamente tienen la forma
Jj+1
Ay =0 (" )G (B.4)
i=0
donde (™) representa el coeficiente binomial, (") = _m
E R il(m — )l

En la Tabla B.1 se muestran algunos valores del tridngulo de nlimeros eulerianos.

j
Mo 1 2 3 a4
01
11
211 1
301 4 1
401 11 11 1
501 26 66 26 1

Tabla B.1: Ndmeros eulerianos A(m, j)
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